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Introduction et position du probléme

Introduction
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Introduction et position du probléme

@ On considere I'équation des ondes

Pu—Au=0 sur R x Q
(E)s u=0 sur R x 99
(u(0), Bru(0)) = (L%, u") € H = Hy(Q) x L*(Q)

@ On définit I'énergie par
1
E(u,t) = 5 [ (0w + Ve () )ox.
Q

@ Obijectif : faire décroitre I'énergie uniformément en ajoutant a
I’équation un terme dissipatif.
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Introduction et position du probléme

O2u— Au+a(x)oiu=0 sur R x Q
u=20 sur R x 09
(u(0), 0ru(0)) = (L0, u') dans H = H}(Q) x L3(Q)

E(u, T) - / / ) | Beult, x) 2 dltdix.
Si a(x) > 0alors E(u,t) .
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Introduction et position du probléme

@ Stratégie : On suppose que
E(u,0) < / / ) | Bru(t, x) |2 dtdx <p Observabilité

4
E(u,t) \,\« exp.
@ Bardos, Lebeau et Rauch (1990) :
CCG = E(u,t) < Ce ™ E(u,0).
@ Bardos, Lebeau et Rauch (1992) :

estimation d’observabilité¢ « CCG
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Introduction et position du probléme

La condition de contréle géométrique

Soit w un ouvertde ©, T > 0. On dit que le couple (w, T) vérifie
la condition de contréle géométrique si :

Tout chemin bicaractéristique généralisé de €, issue a l'instant
t =0, rencontre R, x w entre les instants 0 et T.

—

rappefl rays

N ®
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

Contrélabilité exacte et équations de type ondes

Soit Q un ouvert borné de R” (n = 1,2, 3 dans les applications),
de frontiere assez réguliere I' = 09Q.

Soit T > 0 un temps positif donné.

On définit un cylindre Q = 2x]0, T[ de frontiére latérale

Y =TIx]0, Tl[.

Le cylindre espace-temps
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

On considere dans Q un systéme dont I'état v = u(x, t) décrit
par I'équation des ondes

d2u— A u=0dans Q. (1)

Soient les conditions initiales
u(0) = wp, 0ru(0) = uy dans €, (2)
avec une condition aux limites non-homogéne de type Dirichlet
u=vsurX=rx]0,T], (3)

ou v = v(x,t) est le contréle qui modélise I'action au bord ©
sur le systeme.

Ce systéme d’évolution décrit, par exemple, les vibrations d’un
corps n-dimensionnel soumis a I'action d’une force v sur la
frontiere I' (sur son bord) et partant d’'un état initial décrit par
les données {ug, Uy }.
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

La question posée est :Comment arréter ces vibrations ?
C’est-a-dire : Quel est le contréle qui ramene au repos les
vibrations a l'instant T ?

Le probleme étudié est le suivant : Soit T > 0 donné, peut-on,
pour tout couple {uy, us} donné dans un espace convenable,
trouver un contréle v qui ramene le systéme a I'état d’équilibre
{0,0} alinstant T, c’est-a-dire on veut que la solution

u = u(x, t, v) vérifie la condition

u(x, T,v) =0wu(x,T,v)=0dans Q. (4)

Si cela est possible, on dit alors que le systéme est
exactement controlable a l'instant T.

Dans les applications, c’est rare de trouver des systemes qui
I'on peut contréler sur tout le bord. Pour cette raison nous
considérons l'action du contr6le uniquement sur une partie du
bord.
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

Dans ce cas, considérons une partie ouverte non vide ¥y de ©
et on agit sur le systéme par la condition aux limites suivante :

v surx
u:{ Osur¥\ %o (5)

La formulation du probleme de la controlabilité exacte est
maintenant la suivante : "Etant donné un temps T > 0 et des
conditions initiales {up, u1 } données dans un espace
convenable, existe-t-il un contréle v définit sur X tel que si

u = u(v) est la solution de (1), (2) et (3) on ait (5) ?"

Notre objectif est d’étudier ce probléeme de contrblabilité exacte.
Pour cela, on introduit les idées principales de la méthode
d’unicité hilbertienne HUM qui nous allons utiliser pour
résoudre le systéme (1), (2) et (4).
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

Description de la méthode HUM

Etape 1
Soit (¢o, ¢1) € D(Q) x D(RQ), on considere I'équation des ondes
homogéne

¢=0surx (6)
= ¢0,01¢(0) = ¢1 dans Q

Le probleme (6) admet une solution unique ¢ = ¢(x, t) qui satisfait la
propriété de régularité suivante :

¢
ov

{ 92¢— A ¢ =0dans Q
¢(0)

e L3(Y), (7)

ou v désigne le vecteur normal extérieur a Q et — la dérivée dans

0
cette direction c'est-a-dire 9¢ = V¢ - v = Z WV
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

Etape 2 :

Ensuite, on résout le probléme "rétrograde”

02— A1 =0dans Q

[ 2 sury
w_{ OasurZ\Zo (8)
Y(T)=0,0(T) =0dans Q

Le probleme (8) est un systéme rétrograde non-homogeéne, car on a
une condition finale

Y(T) =0,0r(T) = 0dans Q

et des conditions aux limites non-homogene. Cela ne change pas le
caractere "bien posé" du systeme, qui admet donc une solution
unique.

On définit 'opérateur linéaire A : A (¢, ¢1) = (91(0), —1(0)).
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

Etape 3 :

On montre que

=5 o ¢ O
(2 ($0, 1), (For 1)) = / o 2099 ot at.
et en particulier
0
(2 (B0, 1), (d0, 1)) = (Bb(0), do) — ($(0), 1) = / (P yarat.
¥, OV

Si nous savons montrer que cette forme bilinéaire continue est
coercive, d'aprés le lemme de Lax-Milgram, nous aurons :

Y(4(0), 8r4(0)), 3 (¢, ¢1) vérifiant A (o, ¢1) = (9rp(0), —(0)),

c’est-a-dire que nous aurons résolu le probléme de controlabilité
exacte pour (1).
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Controlabilité exacte et équations de type ondes

La coercivité de la forme bilinéaire équivaut a

/ (2 2arat > E(6,0).
5, O

14

Donc l'obtention de cette inégalité d’observabilité est une
condition suffisante pour obtenir la contrélabilité exacte.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Le cas non-cylindrique

On considére le systéme suivant :

ur—uxx =0 for O0<x<a(t),t>0, ()
u(x,0) = o(x), u(x,0) = 9(x), 0<x < a0),
(¢,9) € H'((0,a(0))) x L2((0, a(0))), avec les conditions aux
limites :
u(0,t)=0 et u(a(t),t)=0,t>0, (10)
ou
u(0,t) =0 et ux(a(t),t)=0,t>0, (11)
avec a est une fonction continue, strictement positive et
1-périodique.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

On note D, I'ensemble des fonctions continues, strictement
croissante et qui s’écrivent sous la forme x + g(x), g(x) est une
fonction continue et 1-périodique.

Proposition 1 (Herman)

Si a est une fonction 1-périodique alors
F:=(l+a)o(l—a)~"' e Dp. (12)

De plus le nombre de rotation p(F) défini par

o(F) = lim X=X

n—oo n

existe et cette limite est indépendante de x € R.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Proposition 2 (Herman, Yoccoz)

Soit a(t) une fonction 1-périodique, a(t) > 0, on suppose aussi
que |&(t)| <1 pourtoutt € R et p(F) € R\ Q. Il existe alors
H < Dy verifiant

HoF =H+ p(F). (13)

A I'aide de H, on construit une transformation ¢ :
[0,a(t)] x R — [0, p(F)/2] x R qui préserve le D’Alembertien.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Hypothése 1

On suppose qu'il existe \1 > 0 et X\, > 0 tels que

M < H(H) < X, tER. (14)

Exemple
1 a)(1+8) s a(1+8) a(1+8)—28
o a(t) = { ot a({g)g 2y > 2((? 5) 2<5t =" 2(&(35)[3) 725 (15)
[ A + +
Bt=B+ e S “Hap U= “Ha-p o
avec -1 < g <0<a<.
hx + Fo si0 < x < xo,

oF(x):=(+a)o(l—a)'(x)= {

bx+Fo+1—h sixo<x<I,

b (I 1—/
avec ::‘Iiia b= %,Fo = 2(11 et xo —/1_/22.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Le nombre de rotation est donné par I'expression :

et la fonction H est donnée par
H(X) = ho In (‘X -+ h1 ‘) —+ hg,
ol hy = —~, hy = 2 et hy = —In (hy).

In
I
H vérifie l'inégalité :

(17)
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Observabilité Neumann

Théoréme 1 (Ammari-B-El Mufti)

Sous I'hypothése 1 et pour tout T > p(F), il existe une constante
C* > 0 telle que pour toute solution u du systeme (9) avec des
conditions aux limites (10) de type Dirichlet et pour des données
initiales (¢,) € H}(0,a(0)) x L2(0, a(0)), ona:

;
| Va0 dt > 6 (I0lyo a0y +1¥lEs0aey) - (18)
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Observabilité Neumann

Théoréme 1 (Ammari-B-El Mufti)

Sous I'hypothése 1 et pour tout T > p(F), il existe une constante
C* > 0 telle que pour toute solution u du systeme (9) avec des
conditions aux limites (10) de type Dirichlet et pour des données
initiales (¢,) € H}(0,a(0)) x L2(0, a(0)), ona:

;
| Va0 dt > 6 (I0lyo a0y +1¥lEs0aey) - (18)

Remarque 1

Le temps d’observabilité p(F) est optimal : si a est constant il est
donné par2a = p(F).
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Application : contrélabilité exacte

La controlabilité exacte pour le systéme :

u(0,t)=0 and wu(a(t),t)=r(t), t>0, (19)

Up—uxx =0 for O0<x<a(t),t>0,
u(x,0) = o(x), u(x,0) = (x) 0 < x < a(0)

alinstant T

&

Y (¢,1) € L2(0,a(0)) x H'(0, a(0)), trouver r € L2(0, T) tel
que la solution de (19) vérifie u(., T) = 0, us(., T) = 0 sur
(0,a(T)).
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Linégalité d’observabilité + la fonction a donnée par (15), on
obtient :

Corollaire 1

Il existe r € L?(0, T) tel que le systéme (19) est exactement
p(F)—h

controlable a l'instant T .= |e M — hy|.
Notons que T est optimal puisqu’il dérive d’un temps
d’observabilité optimal.
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Observabilité Dirichlet

Pour le probléme avec des conditions aux limites mixtes on va supposer :

Hypothése 2

_ H'(a(t)+t) — H'(—a(t) + t)
T OH/(a(t) +t) + H'(—a(t) + t)

c1 < b(t)<c, ci,c >0, pourtoutt € R. (20)

vérifie

La fonction b(t) :

Pour a(t) donnée par (15), on a :

b(t) = tf(tl

h—h

Cette fonction vérifie pour tout t € R

OB pa) @ =F

Zamin?_ 1-3

< b(t) <2a(t)
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Observabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un dc

Théoréme 2 (Ammari-B-El Mufti)

Sous les hypothéses 1 et 2, pour tout T > p(F), il existe une
constante C* > 0 telle que pour toute solution u du systéeme (9)
avec conditions aux limites mixtes (11) et

(¢,9) € H](0,a(0)) x L3(0, a(0)),

)
/0 ua(®), OF at > C* (19120 a0y + 1410 a0y) » 22)

ou H;} (0, a(0)) = {f € H'(0, a(0)) telle que f(0) =0} .
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Stabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un domair

Stabilité exponentielle

On considére maintenant le systéme suivant :

Ut — Uxxk =0 pour 0<x<a(t),t>0,
{ u(0,t) =0 et wla(t),t) + f(t)ux(a(t),t) =0, t >0,
u(x,0) = o(x), u(x,0) = ¥(x) 0< x < a(0),
(23)
avec (¢,4) € H/((0,a(0))) x L%((0, a(0))).
Notons

a(t)
Eu(t) = /0 [l O + lu(x. 2] o

I'énergie de la solution u.
Objectif f(t) =7 pour que E,(t) “\,\, exp.
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Stabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un domair

Théoreme 3 (Ammari-B-EM)

Pour
(1) = (k—NH(at) +1) + (p+ 1)H'(=a(t) + 1) (24)
(1 —pH (a(t) + ) + (u+ 1)H'(=a(t) + 1)
avec u > 0 et que la fonction H vérifie I'hypothese 1 alors :
e pour i # 1, il existe C > 0 telle que
Eu(t) < Ce™“'Ey(0), (25)
pour toute u solution de (23) avec
(6.4) € H}((0,a(0))) x L2((0, &(0))) etw =1In ( HD
e pour i = 1 qui correspond a f(t) = 1, on obtient
Eu(t) =0, pour toutt > To := (I + az)_1 oH™! <3p2F)> . (26)
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Stabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un domair

Références

[§ [1] A remark on observability of the wave equation with
moving boundary, avec K. Ammari et K. El Mufti.
Journal of Applied Analysis, 2017, Vol 23,(1) , 43-51.

[{ [2] Stabilization of the wave equation with moving
boundary, avec K. Ammari et K. EI Mufti.
European Journal of Control, 2018, Vol 39, 35-38.

Workshop on PDE’s Modelling and Theory 9-10 Mai 2018



Stabilité pour les solutions de I'équation des ondes dans un domair

Merci pour votre attention !
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